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محاسبات علمی

به نام او، به یاد او، برای او

روش های تکراری برای حل 

Ax=bدستگاه 



فهرست مطالب

دستگاه معادلات خطی❖

روش های تکراری❖

oروش ژاکوبی

oسایدل-روش گاوس

oروش فوق تخفیف متوالی(SOR)



𝑎11 𝑎12
𝑎21 𝑎22

⋯ 𝑎1𝑛
⋯ 𝑎2𝑛

⋮ ⋮
𝑎𝑛1 𝑎𝑛2

⋱ ⋮
⋯ 𝑎𝑛𝑛

𝑥1
𝑥2
⋮
𝑥𝑛

=

𝑏1
𝑏2
⋮
𝑏𝑛

دستگاه معادلات خطی

𝑎11𝑥1 + 𝑎12𝑥2 + ⋯+ 𝑎1𝑛𝑥𝑛 = 𝑏1
𝑎21𝑥1 + 𝑎22𝑥2 + ⋯+ 𝑎2𝑛𝑥𝑛 = 𝑏2
⋮ ⋮ ⋱ ⋮ ⋮

𝑎𝑛1𝑥1 + 𝑎𝑛2𝑥2 + ⋯+ 𝑎𝑛𝑛𝑥𝑛 = 𝑏𝑛

:مجهولnمعادله وnدستگاه معادلات خطی با 

:شکل ماتریسی

𝐴𝑥 = 𝑏

𝐴 𝑥 𝑏



روش های مستقیم❖
.روش‌های‌مستقیم‌طی‌یک‌تعداد‌گام‌متناهی‌جواب‌دستگاه‌معادلات‌خطی‌را‌محاسبه‌می‌کنند

محاسبه‌معکوس‌ماتریس‌ضرایب▪
روش‌کرامر▪
روش‌حذفی‌گاوس▪
LUروش‌تجزیه‌▪

(تکراری)روش های غیر مستقیم ❖
.دروش‌های‌غیر‌مستقیم‌طی‌یک‌تعداد‌گام‌نامتناهی‌تقریبی‌از‌جواب‌دستگاه‌معادلات‌خطی‌را‌محاسبه‌می‌کنن

روش‌ژاکوبی▪
سایدل-روش‌گاوس▪
روش‌فوق‌تخفیف‌متوالی▪

روش های حل دستگاه معادلات خطی



.نداز‌جواب‌دستگاه‌معادلات‌خطی‌را‌محاسبه‌می‌کنتعداد گام نامتناهی تقریبیروش‌های‌تکراری‌طی‌یک‌❖

.هستندارتکری‌ها‌بر‌مبناروشینا❖

.‌‌استشرط توقف ت‌در‌روش‌های‌تکراری،‌برقراری‌یک‌محاسبازمان‌اتمام‌❖

.دارندرگ مقیاس بزی‌هاهستگاروش‌های‌تکراری‌عملکرد‌موثری‌در‌حل‌د❖

.دارندتُنکیی‌با‌ماتریس‌ضرایب‌هاهستگاروش‌های‌تکراری‌عملکرد‌موثری‌در‌حل‌د❖

𝐴𝑥برای حل دستگاه مربعی ( تکراری)روش های غیر مستقیم  = 𝑏

𝐴𝑥برای‌دستگاه‌خطی‌مفروض‌ = 𝑏(با‌ماتریس‌ضرایب‌مربعی‌معکوس‌پذیر)ماتریس‌‌،𝐵و‌بردار‌𝑐را‌طوری‌پیدا‌کنید‌که
𝐼ماتریس‌-1 − 𝐵معکوس‌پذیر‌باشد.
𝐴𝑥از‌دستگاه‌ො𝑥جواب‌منحصر‌بفرد‌-2 = 𝑏همان‌جواب‌منحصر‌بفرد‌ො𝑢از‌دستگاه‌𝑢 = 𝐵𝑢 + 𝑐باشد.

:را‌با‌استفاده‌از‌رابطه‌زیر‌تولید‌کنید...‌،‌𝑥(1)‌،𝑥(2)سپس‌دنباله‌‌تقریب‌های‌

𝑥(𝑘) = 𝐵𝑥(𝑘−1) + 𝑐

: ایده اصلی روش های تکراری



𝐴𝑥برای حل دستگاه مربعی ( تکراری)روش های غیر مستقیم  = 𝑏

𝑥(0)،تعیین‌یک‌حدس‌اولیه‌برای‌جواب‌دستگاه:0گام = 𝑥1
(0)
,𝑥2
(0)
, … ,𝑥𝑛

(0)

𝑘برای‌:گام تکرار = 1,2, :را‌با‌استفاده‌از‌رابطه‌زیر‌تولید‌کنید...‌،‌𝑥(1)‌،𝑥(2)دنباله‌‌تقریب‌های‌..

𝑥(𝑘) = 𝐵𝑥(𝑘−1) + 𝑐

: الگوریتم کلی روش های تکراری

: شرط توقف روش های تکراری 

استهشدهمگراتقریبیجواببرداربهالگوریتمجواب،برداردرتغییرایجادعدممشاهدهصورتدرتکراریهایروشدر❖

.کردمتوقفراالگوریتمبایدو

شدههمگراالگوریتمشود،کمتر𝜖شده‌یتعیینپیشازمقداریکازجواببردارنسبییامطلقخطایکهصورتیدر❖

.است

:ازعبارتندتوقفمعیارهایازبعضی❖

max
𝑖=1,2,…,𝑛

𝑥𝑖
(𝑘)

− 𝑥𝑖
(𝑘+1)

< 𝜖 max
𝑖=1,2,…,𝑛

𝑥𝑖
(𝑘)

− 𝑥𝑖
(𝑘+1)

𝑥𝑖
(𝑘+1)

< 𝜖

𝑥(𝑘) − 𝑥(𝑘+1) < 𝜖
𝑥(𝑘) − 𝑥(𝑘+1)

𝑥(𝑘+1)
< 𝜖



𝐴𝑥برای حل دستگاه مربعی ( تکراری)روش های غیر مستقیم  = 𝑏

(روش ژاکوبی)

: ایده اصلی روش  ژاکوبی

:دقطری‌ماتریس‌ضرایب‌صفر‌نباشند،‌در‌روش‌ژاکوبی‌به‌صورت‌زیر‌عمل‌می‌شومولفه‌هایدر‌صورتی‌که‌هیچ‌کدام‌از‌
:تولید‌کنید
𝑥1حل‌معادله‌اول‌برای‌محاسبه‌•
𝑥2حل‌معادله‌دوم‌برای‌محاسبه‌•
•...
𝑥𝑛ام‌برای‌محاسبه‌𝑛حل‌معادله‌•

𝑥1 =
𝑏1
𝑎11

−
𝑎12
𝑎11

𝑥2 −
𝑎13
𝑎11

𝑥2 −⋯−
𝑎1𝑛
𝑎11

𝑥𝑛

𝑥2 =
𝑏2
𝑎22

−
𝑎21
𝑎22

𝑥1 −
𝑎23
𝑎22

𝑥2 −⋯−
𝑎2𝑛
𝑎22

𝑥𝑛

𝑥𝑖 =
1

𝑎𝑖𝑖
𝑏𝑖 −෍

𝑗=1
𝑗≠𝑖

𝑛

𝑎𝑖𝑗 𝑥𝑗 , 𝑖 = 1,2, … , 𝑛

𝑥𝑛 =
𝑏𝑛
𝑎𝑛𝑛

−
𝑎𝑛1
𝑎𝑛𝑛

𝑥1 −
𝑎𝑛2
𝑎𝑛𝑛

𝑥2 −⋯−
𝑎𝑛,𝑛−1
𝑎𝑛𝑛

𝑥𝑛−1

⋮ ⋮



𝐴𝑥برای حل دستگاه مربعی ( تکراری)روش های غیر مستقیم  = 𝑏

(روش ژاکوبی)

: الگوریتم روش  ژاکوبی

𝑥(0)،تعیین‌یک‌حدس‌اولیه‌برای‌جواب‌دستگاه:0گام = 𝑥1
(0)
,𝑥2
(0)
, … ,𝑥𝑛

(0)

𝑘برای‌:گام تکرار = 1,2, عملیات‌زیر‌را‌تکرار‌کنید..

𝑥𝑖
(𝑘)

=
1

𝑎𝑖𝑖
𝑏𝑖 −෍

𝑗=1
𝑗≠𝑖

𝑛

𝑎𝑖𝑗 𝑥𝑗
(𝑘−1)

, 𝑖 = 1,2,… , 𝑛

: شرط توقف الگوریتم روش  ژاکوبی

:ازعبارتندتوقفمعیارهایازبعضی❖

max
𝑖=1,2,…,𝑛

𝑥𝑖
(𝑘)

− 𝑥𝑖
(𝑘+1)

< 𝜖 max
𝑖=1,2,…,𝑛

𝑥𝑖
(𝑘)

− 𝑥𝑖
(𝑘+1)

𝑥𝑖
(𝑘+1)

< 𝜖

𝑥 𝑘 − 𝑥 𝑘+1
2
< 𝜖

𝑥 𝑘 − 𝑥 𝑘+1
2

𝑥 𝑘+1
2

< 𝜖

.می‌توان‌یک‌کران‌بالا‌برای‌تعداد‌تکرارهای‌الگوریتم‌در‌نظر‌گرفت-



𝐴𝑥برای حل دستگاه مربعی ( تکراری)روش های غیر مستقیم  = 𝑏

(روش ژاکوبی)

:مثال

2𝑥1 − 𝑥2 + 𝑥3 = −1

𝑥1 + 2𝑥2 − 𝑥3 = 6

𝑥1 − 𝑥2 + 2𝑥3 = −3

𝑥(0) = (0,0,0)

𝑥1 = +0.5𝑥2 − 0.5𝑥3 − 0.5

𝑥2 = −0.5𝑥1 + 0.5𝑥3 + 3.0

𝑥3 = −0.5𝑥1 + 0.5𝑥2 − 1.5

𝑥1
(𝑘)

𝑥2
(𝑘)

𝑥3
(𝑘)

=
0.0 0.5 −0.5
−0.5 0.0 0.5
−0.5 0.5 0.0

𝑥1
(𝑘−1)

𝑥2
(𝑘−1)

𝑥3
(𝑘−1)

+
−0.5
3.0
−1.5

, 𝑘 = 1,2, …

𝑥1
(𝑘)

= +0.5𝑥2
(𝑘−1)

− 0.5𝑥3
(𝑘−1)

− 0.5

𝑥2
(𝑘)

= −0.5𝑥1
(𝑘−1)

+ 0.5𝑥3
(𝑘−1)

+ 3.0

𝑥3
(𝑘)

= −0.5𝑥1
(𝑘−1)

+ 0.5𝑥2
(𝑘−1)

− 1.5

𝑥 𝑘 − 𝑥 𝑘+1
2
< 0.001

𝑘 = 1,2, …

k 𝑥1
(𝑘)

𝑥2
(𝑘)

𝑥3
(𝑘)

1 -0.5000 3.0000 -1.5000

2 1.7500 2.5000 0.2500

3 0.6250 2.2500 -1.1250

4 1.1875 2.1250 -0.6875

5 0.9063 2.0625 -1.0313

6 1.0469 2.0313 -0.9219

7 0.9766 2.0156 -1.0078

8 1.0117 2.0078 -0.9805

9 0.9941 2.0039 -1.0020

10 1.0029 2.0020 -0.9951

11 0.9985 2.0010 -1.0005

12 1.0007 2.0005 -0.9988

13 0.9996 2.0002 -1.0001

14 1.0002 2.0001 -0.9997



𝐴𝑥برای حل دستگاه مربعی ( تکراری)روش های غیر مستقیم  = 𝑏

(روش ژاکوبی)

.دشواگرواخطیمعادلاتدستگاهیکبرایژاکوبیروشستاممکن❖

.باشدکُندخطیمعادلاتدستگاهیکبرایژاکوبیروشییاهمگراستممکن❖

.نمودتبدیلقطریغالبماتریسیکبهراآنضرایب،ماتریسسطرهایجابجاییبامی‌تواننیازصورتدر❖

𝐴𝑥خطیمعادلاتدستگاهیکضرایبماتریسکهصورتیدر❖ = 𝑏ًازایبهیعنیباشد،قطریغالباکیدا𝑖 = 1,2, … ,𝑛،
|𝑎𝑖𝑖|نامساوی > σ𝑗=1

𝑗≠𝑖

𝑛 |𝑎𝑖𝑗|ااولیهحدسهرازایبهژاکوبیروشباشد،برقرار𝑥(0)یکتایجواببه𝐴𝑥 = 𝑏می‌شودهمگرا.



𝐴𝑥برای حل دستگاه مربعی ( تکراری)روش های غیر مستقیم  = 𝑏

(سایدل-روش گاوس)

: سایدل-گاوسایده اصلی روش  

:ودبه‌صورت‌زیر‌عمل‌می‌شسایدل-گاوسدر‌صورتی‌که‌هیچ‌کدام‌از‌مولفه‌های‌ماتریس‌ضرایب‌صفر‌نباشند،‌در‌روش‌
:تولید‌کنید
𝑥1حل‌معادله‌اول‌برای‌محاسبه‌•
𝑥2حل‌معادله‌دوم‌برای‌محاسبه‌•
•...
𝑥𝑛ام‌برای‌محاسبه‌𝑛حل‌معادله‌•

𝑥1 =
𝑏1
𝑎11

−
𝑎12
𝑎11

𝑥2 −
𝑎13
𝑎11

𝑥2 −⋯−
𝑎1𝑛
𝑎11

𝑥𝑛

𝑥2 =
𝑏2
𝑎22

−
𝑎21
𝑎22

𝑥1 −
𝑎23
𝑎22

𝑥2 −⋯−
𝑎2𝑛
𝑎22

𝑥𝑛

𝑥𝑖 =
1

𝑎𝑖𝑖
𝑏𝑖 −෍

𝑗=1

𝑖−1

𝑎𝑖𝑗 𝑥𝑗 − ෍

𝑗=𝑖+1

𝑛

𝑎𝑖𝑗 𝑥𝑗 , 𝑖 = 1,2, … , 𝑛

𝑥𝑛 =
𝑏𝑛
𝑎𝑛𝑛

−
𝑎𝑛1
𝑎𝑛𝑛

𝑥1 −
𝑎𝑛2
𝑎𝑛𝑛

𝑥2 −⋯−
𝑎𝑛,𝑛−1
𝑎𝑛𝑛

𝑥𝑛−1

⋮ ⋮



𝐴𝑥برای حل دستگاه مربعی ( تکراری)روش های غیر مستقیم  = 𝑏

(سایدل-روش گاوس)

: سایدل-گاوسالگوریتم روش  

𝑥(0)،تعیین‌یک‌حدس‌اولیه‌برای‌جواب‌دستگاه:0گام = 𝑥1
(0)
,𝑥2
(0)
, … ,𝑥𝑛

(0)

𝑘برای‌:گام تکرار = 1,2, عملیات‌زیر‌را‌تکرار‌کنید..

𝑥𝑖
(𝑘)

=
1

𝑎𝑖𝑖
𝑏𝑖 −෍

𝑗=1

𝑖−1

𝑎𝑖𝑗 𝑥𝑗
𝑘
− ෍

𝑗=𝑖+1

𝑛

𝑎𝑖𝑗 𝑥𝑗
(𝑘−1)

, 𝑖 = 1,2,… , 𝑛

: سایدل-روش    گاوسشرط توقف الگوریتم 

:ازعبارتندتوقفمعیارهایازبعضی❖

max
𝑖=1,2,…,𝑛

𝑥𝑖
(𝑘)

− 𝑥𝑖
(𝑘+1)

< 𝜖 max
𝑖=1,2,…,𝑛

𝑥𝑖
(𝑘)

− 𝑥𝑖
(𝑘+1)

𝑥𝑖
(𝑘+1)

< 𝜖

𝑥 𝑘 − 𝑥 𝑘+1
2
< 𝜖

𝑥 𝑘 − 𝑥 𝑘+1
2

𝑥 𝑘+1
2

< 𝜖

.می‌توان‌یک‌کران‌بالا‌برای‌تعداد‌تکرارهای‌الگوریتم‌در‌نظر‌گرفت-



𝐴𝑥برای حل دستگاه مربعی ( تکراری)روش های غیر مستقیم  = 𝑏

(سایدل-روش گاوس)

:مثال

2𝑥1 − 𝑥2 + 𝑥3 = −1

𝑥1 + 2𝑥2 − 𝑥3 = 6

𝑥1 − 𝑥2 + 2𝑥3 = −3

𝑥(0) = (0,0,0)

𝑥1 = +0.5𝑥2 − 0.5𝑥3 − 0.5

𝑥2 = −0.5𝑥1 + 0.5𝑥3 + 3.0

𝑥3 = −0.5𝑥1 + 0.5𝑥2 − 1.5

𝑥1
(𝑘)

= +0.5𝑥2
(𝑘−1)

− 0.5𝑥3
(𝑘−1)

− 0.5

𝑥2
(𝑘)

= −0.5𝑥1
(𝑘)

+ 0.5𝑥3
(𝑘−1)

+ 3.0

𝑥3
(𝑘)

= −0.5𝑥1
(𝑘)

+ 0.5𝑥2
(𝑘)

− 1.5

𝑥 𝑘 − 𝑥 𝑘+1
2
< 0.001

𝑘 = 1,2, …

k 𝑥1
(𝑘)

𝑥2
(𝑘)

𝑥3
(𝑘)

1 -0.5000 3.2500 0.3750

2 0.9375 2.7188 -0.6094

3 1.1641 2.1133 -1.0254

4 1.0693 1.9526 -1.0583

5 1.0055 1.9681 -1.0187

6 0.9934 1.9939 -0.9997

7 0.9968 2.0017 -0.9976

8 0.9996 2.0014 -0.9991

9 1.0003 2.0003 -1.0000

10 1.0001 1.9999 -1.0001



𝐴𝑥برای حل دستگاه مربعی ( تکراری)روش های غیر مستقیم  = 𝑏

(سایدل-روش گاوس)

.دشومی(واگرا)همگرانیزسایدل-گاوسروشباشد،(واگرا)همگراژاکوبیروش‌اگر❖

.استژاکوبیروشهمگراییازسریعترسایدل-گاوسروشهمگراییسایدل،-گاوسوژاکوبیروش‌هایهمگراییصورتدر❖

𝐴𝑥خطیمعادلاتدستگاهضرایبماتریسکهصورتیدر❖ = 𝑏ًازایبهیعنیباشد،قطریغالباکیدا𝑖 = 1,2, … ,𝑛،نامساوی
|𝑎𝑖𝑖| > σ𝑗=1

𝑗≠𝑖

𝑛 |𝑎𝑖𝑗|اولیهحدسهرازایبهسایدل-گاوسروشباشد،برقرار𝑥(0)یکتایجواببه𝐴𝑥 = 𝑏می‌شودهمگرا.

.دنموتبدیلقطریغالبماتریسیکبهراآنضرایب،ماتریسسطرهایجابجاییبامی‌تواننیازصورتدر❖

چیست؟بیکوژاروشمزیتل،ساید-سگوروشدجووبا

𝐴𝑥خطیمعادلاتدستگاهضرایبماتریسکهصورتیدر❖ = 𝑏حدسهرازایبهسایدل-گاوسروش،باشدمتقارنومثبتمعین
.می‌شودهمگرادستگاهجواببه𝑥(0)اولیه

𝐴ماتریسگوییم:تعریف ∈ ℝ𝑛×𝑛صفرمخالفبردارهرازایبههرگاه،استمثبتمعین𝑥،نامساوی𝑥𝑇𝐴 𝑥 > باشد،برقرار0



𝐴𝑥برای حل دستگاه مربعی ( تکراری)روش های غیر مستقیم  = 𝑏

((SOR)روش فوق تخفیف متوالی)

: SORایده اصلی روش    

:به‌صورت‌زیر‌عمل‌می‌شودSORدر‌صورتی‌که‌هیچ‌کدام‌از‌مولفه‌های‌ماتریس‌ضرایب‌صفر‌نباشند،‌در‌روش‌
:تولید‌کنید
𝑥1حل‌معادله‌اول‌برای‌محاسبه‌•
𝑥2حل‌معادله‌دوم‌برای‌محاسبه‌•
•...
𝑥𝑛ام‌برای‌محاسبه‌𝑛حل‌معادله‌•

𝑥1 =
𝑏1
𝑎11

−
𝑎12
𝑎11

𝑥2 −
𝑎13
𝑎11

𝑥2 −⋯−
𝑎1𝑛
𝑎11

𝑥𝑛

𝑥2 =
𝑏2
𝑎22

−
𝑎21
𝑎22

𝑥1 −
𝑎23
𝑎22

𝑥2 −⋯−
𝑎2𝑛
𝑎22

𝑥𝑛

𝑥𝑖 =
1

𝑎𝑖𝑖
𝑏𝑖 −෍

𝑗=1

𝑖−1

𝑎𝑖𝑗 𝑥𝑗 − ෍

𝑗=𝑖+1

𝑛

𝑎𝑖𝑗 𝑥𝑗 , 𝑖 = 1,2, … , 𝑛

𝑥𝑛 =
𝑏𝑛
𝑎𝑛𝑛

−
𝑎𝑛1
𝑎𝑛𝑛

𝑥1 −
𝑎𝑛2
𝑎𝑛𝑛

𝑥2 −⋯−
𝑎𝑛,𝑛−1
𝑎𝑛𝑛

𝑥𝑛−1

⋮ ⋮



:  SORالگوریتم روش 

𝑥(0)،تعیین‌یک‌حدس‌اولیه‌برای‌جواب‌دستگاه:0گام = 𝑥1
(0)
,𝑥2
(0)
, … ,𝑥𝑛

(0)

𝑘برای‌:گام تکرار = 1,2, عملیات‌زیر‌را‌تکرار‌کنید..

𝑥𝑖
(𝑘)

=
𝜔

𝑎𝑖𝑖
𝑏𝑖 −෍

𝑗=1

𝑖−1

𝑎𝑖𝑗 𝑥𝑗
𝑘 − ෍

𝑗=𝑖+1

𝑛

𝑎𝑖𝑗 𝑥𝑗
(𝑘−1)

+ 1 − 𝜔 𝑥𝑖
(𝑘−1)

, 𝑖 = 1,2, … , 𝑛

:  SORشرط توقف الگوریتم روش    

:ازعبارتندتوقفمعیارهایازبعضی❖

max
𝑖=1,2,…,𝑛

𝑥𝑖
(𝑘)

− 𝑥𝑖
(𝑘+1)

< 𝜖 max
𝑖=1,2,…,𝑛

𝑥𝑖
(𝑘)

− 𝑥𝑖
(𝑘+1)

𝑥𝑖
(𝑘+1)

< 𝜖

𝑥 𝑘 − 𝑥 𝑘+1
2
< 𝜖

𝑥 𝑘 − 𝑥 𝑘+1
2

𝑥 𝑘+1
2

< 𝜖

.می‌توان‌یک‌کران‌بالا‌برای‌تعداد‌تکرارهای‌الگوریتم‌در‌نظر‌گرفت-

𝐴𝑥برای حل دستگاه مربعی ( تکراری)روش های غیر مستقیم  = 𝑏

((SOR)روش فوق تخفیف متوالی)



:مثال

5𝑥1 + 𝑥2 + 𝑥3 = 7

𝑥1 + 5𝑥2 + 𝑥3 = 7

𝑥1 + 𝑥2 + 5𝑥3 = 7

𝑥(0) = (0,0,0)

𝑥1
(𝑘)

= −0.2𝑥1
𝑘−1 − 0.24𝑥2

𝑘−1 − 0.24𝑥3
𝑘−1 + 1.68

𝑥2
(𝑘)

= 0.048𝑥1
𝑘−1 − 0.1424𝑥2

𝑘−1 − 0.1824𝑥3
𝑘−1 + 1.2768

𝑥3
(𝑘)

= 0.0365𝑥1
𝑘−1 + 0.0918 + 𝑥2

𝑘−1 − 0.0986𝑥3
𝑘−1 + 09704

𝑥 𝑘 − 𝑥 𝑘+1
2
< 0.001

𝑘 = 1,2, …

k 𝑥1
(𝑘)

𝑥2
(𝑘)

𝑥3
(𝑘)

1 1.6800 1.2768 0.9704

2 0.8047 0.9986 1.0531

3 1.0266 0.9811 0.9875

4

5

6

7

8

9

10

𝐴𝑥برای حل دستگاه مربعی ( تکراری)روش های غیر مستقیم  = 𝑏

((SOR)روش فوق تخفیف متوالی)

𝜔 = 1.2



𝐴𝑥برای حل دستگاه مربعی ( تکراری)روش های غیر مستقیم  = 𝑏

((SOR)روش فوق تخفیف متوالی)

𝐴𝑥دستگاهضرایبماتریساگر:(Ostrowski-Reich)قضیه = 𝑏،وباشدمتقارنومثبتمعین𝜔 ∈ روشگاهآن،2و1
SORدلخواهاولیهحدسبرای𝑥(0)یکتایجواببه𝐴𝑥 = 𝑏می‌شودهمگرا.

𝜔اگر:(Kahan)قضیه ∉ 𝐴𝑥یکتایجواببه𝑥(0)دلخواهاولیهحدسیکبراینمی‌تواندSORروش،2و1 = 𝑏شودهمگرا.

𝐴ماتریسگوییم:تعریف ∈ ℝ𝑛×𝑛صفرمخالفبردارهرازایبههرگاه،استمثبتمعین𝑥،نامساوی𝑥𝑇𝐴 𝑥 > باشد،برقرار0



شکل ماتریسی روش های تکراری

𝑥1
𝑘 = −

𝑎12
𝑎11

𝑥2
𝑘−1 −

𝑎13
𝑎11

𝑥3
𝑘−1 +

𝑏1
𝑎11

𝑥2
𝑘 = −

𝑎21
𝑎22

𝑥1
𝑘 −

𝑎23
𝑎22

𝑥3
𝑘−1 +

𝑏2
𝑎22

𝑥3
𝑘 = −

𝑎31
𝑎33

𝑥1
𝑘 −

𝑎32
𝑎33

𝑥2
𝑘−1 +

𝑏3
𝑎33

𝑥1
𝑛𝑒𝑤 = (1 − 𝜔)𝑥1

𝑜𝑙𝑑 +
𝜔

𝑎11
(𝑏1 − 𝑎12𝑥2

𝑜𝑙𝑑 − 𝑎13𝑥3
𝑜𝑙𝑑 )

𝑥2
𝑛𝑒𝑤 = (1 − 𝜔)𝑥2

𝑜𝑙𝑑 +
𝜔

𝑎22
(𝑏2 − 𝑎21𝑥1

𝑛𝑒𝑤 − 𝑎23𝑥3
𝑜𝑙𝑑 )

𝑥3
𝑛𝑒𝑤 = (1 − 𝜔)𝑥3

𝑜𝑙𝑑 +
𝜔

𝑎33
(𝑏3 − 𝑎31𝑥1

𝑛𝑒𝑤 − 𝑎32𝑥2
𝑛𝑒𝑤 )

𝑥1
𝑘 = −

𝑎12
𝑎11

𝑥2
𝑘−1 −

𝑎13
𝑎11

𝑥3
𝑘−1 +

𝑏1
𝑎11

𝑥2
𝑘 = −

𝑎21
𝑎22

𝑥1
𝑘−1 −

𝑎23
𝑎22

𝑥3
𝑘−1 +

𝑏2
𝑎22

𝑥3
𝑘 = −

𝑎31
𝑎33

𝑥1
𝑘−1 −

𝑎32
𝑎33

𝑥2
𝑘−1 +

𝑏3
𝑎33

▪ Gauss-seidel method▪ Jacobi method

▪ SOR method



شکل ماتریسی روش های تکراری

𝑎11 𝑎12 ⋯ 𝑎1𝑛

𝑎21 𝑎22 ⋯ 𝑎2𝑛

⋮ ⋮
⋱

⋮

𝑎𝑛−1,1𝑎𝑛−1,1 𝑎𝑛−1,𝑛

𝑎𝑛1 𝑎𝑛2 ⋯ 𝑎𝑛𝑛

𝑎11

𝑎22

⋱

𝑎𝑛−1,𝑛−1

𝑎𝑛𝑛

0 𝑎12 𝑎13 ⋯ 𝑎1𝑛

0 𝑎23 ⋯ 𝑎2𝑛

⋱
⋱

⋮

0 𝑎𝑛−1,𝑛

0

0

𝑎21 0

𝑎31 𝑎32 ⋱

⋮ ⋮ ⋯ 0

𝑎𝑛1 𝑎𝑛2 ⋯ 𝑎𝑛,𝑛−1 0

+ +=

𝐴 + += 𝐷 𝐿 𝑈

𝐴𝑥برای‌دستگاه‌خطی‌مفروض‌ = 𝑏(با‌ماتریس‌ضرایب‌مربعی‌معکوس‌پذیر)ماتریس‌‌،𝐵و‌بردار‌𝑐را‌طوری‌پیدا‌کنید‌که
𝐼ماتریس‌-1 − 𝐵معکوس‌پذیر‌باشد.
𝐴𝑥از‌دستگاه‌ො𝑥جواب‌منحصر‌بفرد‌-2 = 𝑏همان‌جواب‌منحصر‌بفرد‌ො𝑢از‌دستگاه‌𝑢 = 𝐵𝑢 + 𝑐باشد.

:را‌با‌استفاده‌از‌رابطه‌زیر‌تولید‌کنید...‌،‌𝑥(1)‌،𝑥(2)سپس‌دنباله‌‌تقریب‌های‌

𝑥(𝑘) = 𝐵𝑥(𝑘−1) + 𝑐

: ایده اصلی روش های تکراری

𝐵 =?



شکل ماتریسی روش های تکراری

: الگوریتم روش  ژاکوبی

𝑥(0)،تعیین‌یک‌حدس‌اولیه‌برای‌جواب‌دستگاه:0گام = 𝑥1
(0)
,𝑥2
(0)
, … ,𝑥𝑛

(0)

𝑘برای‌:گام تکرار = 1,2, عملیات‌زیر‌را‌تکرار‌کنید..

𝑥𝑖
(𝑘)

=
1

𝑎𝑖𝑖
𝑏𝑖 −෍

𝑗=1
𝑗≠𝑖

𝑛

𝑎𝑖𝑗 𝑥𝑗
(𝑘−1)

, 𝑖 = 1,2,… , 𝑛

: شکل ماتریسی روش  ژاکوبی

𝑥(𝑘) = 𝐵𝑗𝑥
(𝑘−1) + 𝑐𝑗

s.t
𝐵𝑗 = −𝐷−1 𝐿 + 𝑈 = 𝐼 − 𝐷−1𝐴

𝑐𝑗 = 𝐷−1𝑏

Jacobi Iteration Matrix Jacobi Vector



شکل ماتریسی روش های تکراری

: سایدل-الگوریتم روش  گاوس

𝑥(0)،تعیین‌یک‌حدس‌اولیه‌برای‌جواب‌دستگاه:0گام = 𝑥1
(0)
,𝑥2
(0)
, … ,𝑥𝑛

(0)

𝑘برای‌:گام تکرار = 1,2, عملیات‌زیر‌را‌تکرار‌کنید..

𝑥𝑖
(𝑘)

=
1

𝑎𝑖𝑖
𝑏𝑖 −෍

𝑗=1

𝑖−1

𝑎𝑖𝑗 𝑥𝑗
𝑘
− ෍

𝑗=𝑖+1

𝑛

𝑎𝑖𝑗 𝑥𝑗
(𝑘−1)

, 𝑖 = 1,2,… , 𝑛

: سایدل-شکل ماتریسی روش  گاوس

𝑥(𝑘) = 𝐵𝑔𝑠𝑥
(𝑘−1) + 𝑐𝑗

s.t
𝐵𝑔𝑠 = − 𝐿 + 𝐷 −1𝑈

𝑐𝑔𝑠 = 𝐿 + 𝐷 −1𝑏

Gauss-Seidel Iteration Matrix Gauss-Seidel Vector



شکل ماتریسی روش های تکراری

:  SORالگوریتم روش  

𝑥(0)،تعیین‌یک‌حدس‌اولیه‌برای‌جواب‌دستگاه:0گام = 𝑥1
(0)
,𝑥2
(0)
, … ,𝑥𝑛

(0)

𝑘برای‌:گام تکرار = 1,2, عملیات‌زیر‌را‌تکرار‌کنید..

𝑥𝑖
(𝑘)

=
𝜔

𝑎𝑖𝑖
𝑏𝑖 −෍

𝑗=1

𝑖−1

𝑎𝑖𝑗 𝑥𝑗
𝑘 − ෍

𝑗=𝑖+1

𝑛

𝑎𝑖𝑗 𝑥𝑗
(𝑘−1)

+ 1 − 𝜔 𝑥𝑖
(𝑘−1)

, 𝑖 = 1,2, … , 𝑛

:  SORشکل ماتریسی روش  

𝑥(𝑘) = 𝐵𝑠𝑜𝑟𝑥
(𝑘−1) + 𝑐𝑗

s.t
𝐵𝑠𝑜𝑟 = − 𝐷 + 𝜔𝐿 −1 1 − 𝜔 𝐷 − 𝜔𝑈

𝑐𝑠𝑜𝑟 = 𝜔 𝐷 +𝜔𝐿 −1𝑏

SOR Iteration Matrix SOR Vector



کهطوریبهباشدداشتهوجود𝑃جایگشتماتریساگرگوینددوری-2را𝐴ماتریس:(cyclic-2)تعریف

𝑃𝐴𝑃𝑇 =
𝐴11 𝐴12
𝐴21 𝐴22

.هستندقطری𝐴22و‌𝐴11که‌در‌آن،‌ماتریس‌های‌

consistently)تعریف ordered):ماتریس𝐴 = 𝐿 + 𝐷 + 𝑈ماتریسویژهمقادیراگرنامندمرتبسازگارطوربه

𝐶 𝜇 = −𝐷−1 1

𝜇
𝐿 + 𝜇𝑈 , 𝜇 ≠ 0

.نباشند𝜇بهوابسته

𝐴ماتریسکنیدفرض:(Young)قضیه ∈ ℝ𝑛×𝑛گاهآن.باشدصفرغیرقطریعناصربادوری-2ماتریسیک

𝜌 𝐵𝑔𝑠 = 𝜌(𝐵𝑗)
2

𝜌وباشندحقیقیماتریسویژهمقادیراگراین،برعلاوه 𝐵𝑗 < بااستبرابرSORروشدربهینهمقدارگاهآن،1

𝜔𝑜𝑝𝑡 =
2

1 + 1 − 𝜌(𝐵𝑗)
2

𝜌و 𝐵𝑠𝑜𝑟 = 𝜔𝑜𝑝𝑡-1.

همگرایی روش های تکراری

وشد،خواهدهمگرانیزسایدل-گاوسروشباشد،همگراژاکوبیروشاگرمرتب،سازگارطوربهدوری-2ماتریس‌هایبرای:گزاره
.استژاکوبیروشبرابردوسایدل-گاوسروشهمگراییسرعت



𝜌نامساویدر𝐵یستمارطیفیشعاعاگر:لم 𝐵 < 𝜌آندرکهکندصدق1 𝐵ماتریسطیفیشعاع𝐵،گاهآناست
(𝐼 − 𝐵)−1توانیسریوداردوجود𝐼 + 𝐵 + 𝐵2+…ماتریسبه(𝐼 − 𝐵)−1می‌شودهمگرا.

تکراریروش
𝑥(𝑘) = 𝐵𝑥(𝑘−1) + 𝑐, 𝑘 = 1,2, … ,

𝐴𝑥دستگاهجوابازتقریبیمحاسبهرایبرا = 𝑏بگیریدنظردر:

𝑥(𝑘)دنباله،𝑥(0)دلخواهاولیهحدسهربرای:قضیه
𝑘=0

∞
𝑥(𝑘)تکراریرابطهتوسطشدهتعریف، = 𝐵𝑥(𝑘−1) + 𝑐جواببه

𝐴𝑥دستگاه = 𝑏اگرفقطواگرمی‌شودهمگرا𝜌 𝐵 < 1.

همگرایی و نرخ همگرایی روش های تکراری

𝑐کنیدفرض:قضیه ∈ ℝ𝑛نامساویطبیعیماتریسینرمهربرایوباشددلخواهبرداریک𝐵 < گاهآن،باشدبرقرار1

𝑥(𝑘)دنباله
𝑘=0

∞
𝑥(𝑘)تکراریرابطهتوسطشدهتعریف = 𝐵𝑥(𝑘−1) + 𝑐،دلخواهاولیهتقریببردارهربرای𝑥(0)جواببه

𝐴𝑥دستگاه = 𝑏استبرقرارزیرخطایکرانومی‌شودهمگرا:

𝑥 − 𝑥(𝑘) ≤ 𝐵 𝑘 𝑥(0) − 𝑥

نتیجهدرو

𝑥 − 𝑥(𝑘) ≈ 𝜌 𝐵 𝑘 𝑥(0) − 𝑥

𝑐کنیدفرض:قضیه ∈ ℝ𝑛نامساویطبیعیماتریسینرمهربرایوباشددلخواهبرداریک𝐵 < گاهآن،باشدبرقرار1

𝑥(𝑘)دنباله
𝑘=0

∞
𝑥(𝑘)تکراریرابطهتوسطشدهتعریف = 𝐵𝑥(𝑘−1) + 𝑐،دلخواهاولیهتقریببردارهربرای𝑥(0)جواببه

𝐴𝑥دستگاه = 𝑏استبرقرارزیرخطایکرانومی‌شودهمگرا:

𝑥 − 𝑥(𝑘) ≤
𝐵 𝑘

1 − 𝐵
𝑥(1) − 𝑥(0)



𝑖هرازایبهاگر:(Stein-Rosenberg)قضیه ≠ 𝑗،𝑎𝑖𝑗 ≤ 𝑖هرازایبهو،0 = 1,2, …،𝑎𝑖𝑖 ≥ ازیکیفقطوفقطگاهان،0
:استبرقرارزیرعبارات

i. 0 ≤ 𝜌 𝐵𝑔𝑠 < 𝜌 𝐵𝑗 < 1;

ii. 1 < 𝜌 𝐵𝑗 < 𝜌 𝐵𝑔𝑠 ;

iii. 𝜌 𝐵𝑔𝑠 = 𝜌 𝐵𝑗 = 0;

iv. 𝜌 𝐵𝑔𝑠 = 𝜌 𝐵𝑗 = 1.

همگرایی و نرخ همگرایی روش های تکراری
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